Formulario de PrecélculO. e Sea a # 0, entonces, a~! = % es el INVERSO

MULTIPLICATIVO O RECIPROCO de a:

aa ' =a7!

a=1
1. Los Numeros.
Al multiplicar a con su reciproco a~! obtenemos

1. Clasificacién de los ntimeros. la identidad multiplicativa.

Los nimeros se clasifican como: 3) LEY DISTRIBUTIVA:
alb+c)=ab+ac y (a+b)c=ac+bec

a) NATURALES: N={1,2,3,... . .
) {1,2,3,...00} b) Los nimeros reales tienen un orden.

b) ENTEROS: Comenzamos con cinco relaciones de orden
Z ={-00...,—2,-1,0,1,2...00} definidas sobre los reales.
={0,+1,+2,£3,... + o0} 1) La relacién < menor que.
2t={0,1,2,3,...00} 2) La relacién > mayor que.
c) RACIONALES: Q= {$ :a,be Zy b# 0} 3) La relacién < menor o igual que.
Propiedades de los racionales: 4) La relacién > mayor o igual que.
1) Si ¢ se escribe en forma decimal, entonces, su 5) La relacién = de igualdad.

parte decimal es finita. 1% =0.5 Decimos que:

2) Si § se escribe en forma decimal, entonces, su
parte decimal es periédica. 1 = 3.3 1) a <by b > a significan lo mismo, es decir, b —a
3 es un numero positivo y distinto de cero.
d) IRRACIONALES: I = {z : £ es un nimero con parte b o nifiean 1o decic. b
decimal infinita y no periédica } 2) a<by , 2a signiiican 1o mismo, €s decir, b —a
) es un numero positivo o es cero.
e) REALES: Se representan con R y es cualquiera de

ntimeros anteriores. Se cumple: N ¢ Z ¢ Q C R, e LEY DE TRICOTOMIA: Si a y b son ntimeros reales,
ICRy QNnI=0.R=QUL entonces: a <b o a=b o a>b
e Para las cinco relaciones de orden se cumplen las
R@ siguientes propiedades:
7 1) Transitiva: Sean a,b,c € R, entonces:
I Sia<b y b<c = a<ec
Sia>b y b>c = a>c
Sia<b y b<ec = a<ec
2. Propiedades de los nimeros reales. 21 @z 2 Y 2 zc = a@zc
ia=b y b=c = a=c
a) Los reales son un Campo. Porque se cumplen las
propiedades: 2) Aditiva: Sean a,b,c € R, entonces:
Sia<b = a+c<b+ec
1) BAJO LA SUMA: .
e La suma es conmutativa: S% a>b = atc>bte
atb=b+ta Sia<b = a+c<b+ec
o Sia>b = a+c>b+ec
e La suma es asociativa: Sia=b = a+c=b+ec.
a+(b+c)=(a+b)+c
e La IDENTIDAD ADITIVA O NEUTRO ADITIVO 8) Multiplicativa:
es el cero: * PARA LA IGUALDAD.
44t 0=04a=a Para cualquier ¢ € R:
o - Sia=b = ac=bc
e —qa es el INVERSO ADITIVO de a:
a+(—a)=—-a+a=0 * PARA LAS DESIGUALDADES.
] . ) Caso 1. Sea ¢ > 0, entonces:
Al sumar a con su inverso aditivo —a se obtiene Sia<b = ac<be
el neutro aditivo. , Sia>b = ac>be
2) BAJO LA MULTIPLICACION: Sia<b = ac<bc.
e La multiplicacién es conmutativa: Sia>b = ac>be

ab = ba

C e _ Caso 2. Sea ¢ < 0, entonces:
e La multiplicacién es asociativa:

Sia<b = ac>bc.

a(be) = (ab)e Sia>b = ac<bec

e La IDENTIDAD MULTIPLICATIVA es el 1: Sia<b = ac>bc
al =1la =a Sia>b = ac<bc.



3. Valor Absoluto. Para cualquier nimero real a, se define 8. Factores Notables.

CcOomao:.:
la| = {
.

Sean a,b € R, se cumple que:

(x+y)(z—y)
b) Suma de Cubos: z® + y3 = (z + y)(2? — 2y + y?)
(z—y)(@* +ay+y?)
d) Trinomio Cuadrado Perfecto: 2242xy+1y? = (v+y)?

: : C2 2
sia>0, a) Diferencia de Cuadrados: =2 — y

sia<0.
c) Diferencia de Cubos: 23—y =

a) | —al = al e) a' —y' = (v —y) (@ +y) (2" +v7)
b) [ab] = laly 0=y =) (B y oty on' 4y
ao| = |a
a g) 2° +y° = (z+y) (a* — 2’y + 2%y — 2y’ + )
©) ‘E‘:W h) 25—y° = (x —y) (z +y) (2% + 2y + y*) (¢ — 2y +4°)
s 4 2 _ 2 2 2
d) |a"| = a|" D ot +aty 4yl = (0 oy +y?) (@F ey + o)

J) et +4yt = (22 — 22y 4+ 2¢°) (2% + 22y + 29?)

9. Leyes de los logaritmos.
a) log,(P Q) = log,(P) + log,(Q)
b) 1oz, (G ) = lowa(P) - o, (@)
c) log,(Q") = nlog,(Q)

d) gl — 4

e) |la+b| <|a|+ |b|] Desigualdad del Tridngulo.

f) Sijaj<b = -b<a<bd

g) Sila]>b = a>b o a<-b
4. Propiedades de Desigualdades.

Si0<a<b, secumple:

b) 0<a?<b® c¢) 0<a<Vb

1 1

->=->0
a)a>b>
:E):x

e) log,(a

f) log,(1) =0

5. Leyes de los exponentes y radicales.

a) a™a” = am-l—n b) (am)n = g™n" ) (ab) = q"'h"
aym _ a" a™ 1 g) log,(a) =1
d) () =+ e) — =a""" f) a7 = —
() =3 ‘ ‘ h) log(x) = log;o()
a/™ = a a™m = Yam i) a = (/a)™
g) va o vam ) (+/a) b In(e) — log. (o)
§) Vab= /¥t k) § % - £ ) ¥/ a=a j) Cambio de base: log,(Q) = %

6. Productos Notables. 10. Completar Trinomio Cuadrado Perfecto.

Al trinomio (que no es cuadrado perfecto) 22+ kx+c =0

k\® AN
se le suma <§> y queda como <x:|: 5) = (5) —c

Numeros Complejos. El conjunto de los niimeros com-
plejos se representan con C. Un nimero complejo z tiene

—y)=a—y°
b) Binomio al Cuadrado: (z % y)? = 22+ 2zy + y?
¢) Binomio al Cubo: (z+y)? = 2% £32%y + 3zy*+£y®> 11,

a) Binomios Conjugados: (z + y)(x

7. Teorema del Binomio.

d) (z+y)! =x4+4x3y+6x2y2+4xy3+y4

e) (z—y)°

(z—y) —day’ +y!
(x+1)° = 25+ 52ty +1023y% + 10 2293 + 5 ay* +°
(z—y)

=at — 423y + 62%y

f)
g) (z— y5 2° =52y +1023y? — 10223 + 5 2yt —o°
Todos los resultados previos se pueden obtener al utilizar

el Teorema del Binomio.

Sea n € N, entonces:

la forma: a+bi, donde a,b € R, i es la Unidad Imaginaria.
Sea n € ZT, entonces:

z"zl,sin+4esexacto‘ i"=—-1,sin+4=0.5

=i, sin+4=0.75

i" =i, sin+4=0.25] in

también se cumple:

1~ =14", para n = par ‘ ‘ i~™ = — (i"), para n = impar

e Si z = bi, z se llama Nimero Imaginario Puro.

e Si z = a, z se llama Numero Real.

e Si z = a+ bi, z se llama Numero Complejo.

e Sea z = a+ bi, entonces, definimos su CONJUGADO
como: Zz =a — bi.

e Sea z = a + bi, entonces, definimos su MODULO
JETR.

como: |z| =



e Sea z = a + bi, entonces, definimos:

xla parte REAL de z se define como: Re (2) = a,

*la parte IMAGINARIA de z se define como: Im (z) = b.
La parte imaginaria es solo b, NO SE INCLUYE A 4.

e Los nimeros complejos son un campo.
La suma y multiplicacion de niimeros complejos es con-

mutativa: Zt+w=w+z, ZW = WZ.
La suma y multiplicacién de ntimeros complejos es aso-
ciativa: z4+(v+w) = (z4v)+w, z(vw) = (zv)w.

El cero es el elemento neutro de la suma: z+0=0+2z = z.
El elemento identidad de la multiplicacion es 1: z1=1z=z.
4 e

CL2 + b2 CL2 + b2

e Sean z,w € C, entonces, se cumple que:

ez

1 es tnverso multiplicativo de z.

a) z+z=2a

b) z —z=2bi

c) 2z=a?+b*=|z?

d) z==2

e) zfw=z4+w

£) |+ = I

g) |zw| = [2||w|

h) Re(z) = @

: (z-32)
I =

i) Im(z) 57

e Sea k € R, entonces: kz = ka + kit
e Sean z1 = a+ bi y 29 = ¢ + di, entonces:
a) Suma: z1 + 22 = (a+c¢) + (b+d)i
b) Resta: 21 —22 = (a—¢) + (b—d)i
c) Multiplicacién: z122 = (ac — bd) + (ad + be)i
d) Divisién:

Z1 - 2152
29 - 29Z9
(ac+ bd) + (cb — ad)i

c? +d?
ac + bd ch—ad) .
= |+t —5—5 |7
2+ d? 2+ d?
z z 2124 £ 232

Nota: 2128y fled 2322
z9 zZ4 Z924
primero se calculan las divisiones de z; + z2 y de
z3 + z4; para después sumar o restar.

12. Soluciones Exactas de Ecuaciones Algebraicas.

a) La Ecuacién Cuadrética: az® + bz + ¢ = 0 tiene

soluciones:
—b+Vb? — 4ac
r=-—-——
2a
El nimero se llama discriminante de la
ecuacion.

i) Si b2 — 4ac > 0 las raices son reales y diferentes.
ii) Si b2 — 4ac = 0 las rafces son reales e iguales.

iii) Si b2 — 4ac < 0 las raices son complejas conju-
gadas.

2.

2.1.

2.2,

b) Para la Ecuacién Ctbica: 23 + a2? + bx +c¢ = 0

sean:
73b—a2 R79ab—27c—2a3
9 7 N 54

S=4{/R+/Q3+R?, T=1/R—+\/Q3+R?

Entonces las soluciones son:

wen () (55
m:_(#%)_(w)i

El ntimero se llama discriminante de la

ecuacion.

i) Si Q% + R? > 0, hay una raiz real y dos son com-
plejas conjugadas.

ii) Si @ + R? = 0, las rafces son reales y por lo
menos dos son iguales.

iii) Si Q%+ R? < 0, las rafces son reales y diferentes.

Q

Funciones Trigonométricas.

Funciones Reciprocas.

csc(A) = senl(A) sen?(A) + cos?(A) =1
sec(A) = cosl(A) sec?(A) — tan?(A) =1
tan(A4) = izrsléj; csc?(A) — cot?(A) =1
_cos(A) 1
oUA) = 8@ ~ Tan(A)

tan(A+ B) =

sen(z+ 2k7) = sen(z

cos(x £ 2km

Formulas de Adicion.

sen(A+ B) = sen(A) cos(B) £ cos(A) sen(B)
cos(A+ B) = cos(A) cos(B) F sen(A) sen(B)
tan(A) £ tan(B)

1F tan(A) tan(B)

cot(A) cot(B)F1
cot(A) £ cot(B)

cot(A+ B) =

Yeconk €Z
= cos(z) con k € Z

)
sen(z+m) = —sen(z)
()

cos(zt ) = —cos(x
sen (r+ %) = + cos(x)
cos (z+ %) = F sen(x)



2.3. Foérmulas de Medio Angulo. cos?(A) = 2 cos(A) + 1 cos(34)

o (£) = [l forudelion et = -
2 2 es —si 4 € {II1 6 IV}

0s(2A) + £ cos(4A4)

MI)—A

cos?(A) = 3 + 5 cos(24) + § cos(4A4)

(A) 1+ cos(A) es+si 4 e{I61V}
Cos | — = s —
2 2 es—si 4 € {Il 6 III}

2.6. Suma, Diferencia y Producto las Fun-

2.4. Férmulas de Angulo Doble. ciones Trigonomeétricas.

sen(A) + sen(B) = 2sen (4£L) cos (452)
sen(24) = 2sen(A) cos(A)
cos(24) = cos?(A) —sen?(A) =1 — 2sen?(A) = 2cos?(A) — 1 sen(A) — sen(B) = 2sen (458) cos (452
tan(24) — % cos(A) + cos(B) = 2 cos (A£B) cos (452)
cos(A) — cos(B) = 2sen (452 ) sen (£52)

2.5. Potencias de Funciones Trigonométricas.

sen?(A4) = 1 — Lcos(24)

sen(A)sen(B) = 1 cos(A — B) — cos(A + B)]

cos(A) cos(B) = 1[cos(A — B) + cos(A + B)|

N[

cos?(A) = 3 + 1 cos(24) | |
sen(A) cos(B) = 5 |sen(A — B) + sen(A + B)
sen®(A) = 2 sen(A) — §sen(34) ?

3. Funciones Hiperbolicas. . .......oiiitiiiiiiiiiii ittt irneneenneaneenns
senh(z) = & ¢ cosh(z) = £ ¢ fanh(z) =
nn\xr = SnN(r) = nn\x =
2 ° 2 er e~ 7
csch(z) = 2 sech(z) = 2 coth(z) = e e
et —e " et +e " t) = e — e

3.1. Relacién entre las Funciones Hiperbdlicas.

_ senh(x) __1 cosh?(x) — senh?(z) = 1

tanh(x) = cosh(z) sech(z) = cosh(7) (z) ()
sech?(z) + tanh?(z) = 1
csch(z) = 1( )

1 cosh(z) senh(z 20\ _ 2/, _
coth(z) = fanh(z) ~ senh(z) coth”(x) — esch®(xz) =1
3.2. Férmulas de Adicion. 3.4. Potencias de Funciones Hiperbdlicas.
senh(A+ B) = senh(A) cosh(B) £ cosh(A) senh(B) senh?(A) = 1 cosh(24) —
cosh(A+ B) = cosh(A) cosh(B) £ senh(A) senh(B) cosh?(A) = 3 cosh(24) + &

_ tanh(A) % tan(B)
tanh(A% B) = =0 1 (4) tanh(B)
3.5. Férmulas de Angulo Doble.
coth(A4 B) — coth(A) coth(B)+1 g
coth(A) £ coth(B) senh(2A) = 2senh(A)cosh(A)
3.3. Férmulas de Medio Angulo. cosh(24) = cosh’(A) + senh’(4)
= 2cosh?*(4) -1
: _ 2
senh<é> . cosh(4) — 1 { es+s.1A>0 = 1+ 2senh”(A)
2 es—si A<0

cosh <é> _ cosh(A4) +1
2 2



4. Relacion entre las Funciones Hiperbdlicas y las Trigonométricas.

1. sen(ix

) = isenh(x)

2. cos(iz) = cosh(z)

3. tan(iz

) = itanh(x)

4. cscix

) = —icsch(x)

5. sec(iz) = sech(x)

6. cot(ix) = —icoth(x)

7. senh(ix

) = isen(z)

8. cosh(iz) = cos(z)

9. tanh(iz

) =itan(x)

10. csch(ix) = —icsc(x)
11. sech(ix) = sec(x)
12. coth(iz) = —icot(x)

En este formulario: k, ¢ € R, son constantes reales; f = f(x),

u=wu(z) y v=wv(z) son funciones que dependen de x.

Férmulas Baésicas:

Funcion:

f=k

Su Derivada:

fr=0

Linealidad de la derivada:

Funcién:
f=k-u
f=utv
f=k-utc-v

Su Derivadas:

ff=k-uEc-v

Regla del Producto:

Funcion:

f=u-v

Su Derivada:

ff=u-v+v-d

Regla del Cociente:

Funcion:

fot
v

Su Derivadas:

f=

V2

vou —u-v

Regla de la Cadena (Composicién de funciones)

Funcion:

f=u(z)ouv(z)

Su Derivadas:

[ = (@) - v'(z)
Regla de la Potencia:

f’:n-vn_l-v’

Funciones Exponenciales:

Su Derivadas:
f/ —ev .y

f'=a"-1n(a) - v’

Funciones Logaritmicas:

Una Funcién elevada a otra Funcién:

Su Derivadas:

Su Derivada:

f/:uﬂ

Funciones Trigonométricas:

f=u
Funcion:
f=et
f=a
Funcion:

f = In(w)
[ =log,(u)
Funcion:
f=u
Funcion:

f =sen(u)
f = cos(u)

Su Derivadas:

' =cos(u) - v

f'=—sen(u)-u

v - In(u) +

v -

'LL/

u

= tan(u) I =sec?(u) - u’

= csc(u) ' = —csc(u) cot(u) - v

= sec(u) f' = sec(u) tan(u) - v
f = cot(u) /= —csc?(u) -

Funciones Trigonométricas Inversas:
Su Derivada:

Funcion:

f = arcsen(u)
f = arccos(u)
f = arctan(u)
f = arcesc(u)
f = arcsec(u)

f = arccot(u)

ul

Funciones Hiperbdlicas:

Funcién:
= senh(u)
= cosh(u)
= tanh(u)
= csch(u)
= sech(u)

= coth(u)

u

= N ;o ful <1
u/
J'=——gm—= lul<1
u/
r_
= 1+u?
u/
/ —
f uvu? — 1
u/
fr= w1 o ful>1
! ul
f=1ai >t
Su Derivada:
f" = cosh(u) - v
f/ =senh(u) - o
f’ = sech?(u) - v’
= —csch(u) coth(u) - v/

= —sech(u) tanh(u) - v/
f’ = —csch?(u) - o/

Funciones Hiperbdlicas Inversas:
Su Derivada:

Funcion:

f = arcsenh(u)
f = arccosh(u)
f = arctanh(u)
f = arcesch(u)
f = arcsech(u)

f = arccoth(u)

/==
V1 +u?
fe—l >t
vuz -1
u/
f/:ﬁ’ lu| <1
fee— M uto
_ _
|u]v1 + u?
!
, U
- Y o<u<t
/ uv'1 — u? “
u/
f/:ﬁ’ lu| > 1



En este formulario: k, w, C' € R, son constantes reales; u = u(x)

y v = v(z) son funciones que dependen de x.
Férmulas Basicas.

1) [0dx=C

2) [kdz =kz+C

3) [(k-utw-v)de =k [udztw [vdx + C

u2
4) fuduz;—i—C.

n+1

n—+1

5) Regla de la potencia [u"du = +C paran# —1.

6) Regla exponencial [ e“du = ¢e" + C
7) Regla logaritmica [In|u|du=uln|u|—u+C

au

8) fa“du = () +C

d
9) f§=1n|u|+0

10) Integral por partes: [u-dv=u-v— [v-du+C

Trigonométricas.
11) [senudu = —cosu
12) [cosudu = senu
13) [tanudu = In[secu] = — In[cos u]
14) [cotudu =Insenu
15) [secudu = In[secu + tanu] = In [tan (% + T )]
16) [ cscudu = In[cscu — cot u] = In [tan ¥
17) [sec’ udu = tanu
18) [esc? udu = — cotu
19) [tan?udu = tanu —u
20) [ cot? udu = —cotu —u
21) [sen?udu = % — =22v — 1y — senw cosy
22) [ cos® udu = % 4 202% = L]y 4 senu cos u]

23) [ secutanudu = secu

24) [ escucotudu = — cscu

Hiperbdlicas.

25) [ senhudu = coshu

26) [ coshudu = senhu

27) [ tanhudu = In[coshu]

28) [ cothudu = In[senh u]

29) [ sechudu = sen™![tanh u] = 2 tan™'[e"]
30) [ eschudu = In [tanh %] = —2coth™"[e¥]
32) [esch®udu = — cothu

33) [tanh®udu = u — tanhu

34) [ coth? udu = u — cothu

_1
-2

35) [senh®udy = senb2u _ [senh u coshu — u]

wle

36) [ cosh® udu = senh2u 4 % — ligenh y coshu +

37) [ sechutanhudu = —sechu

)
)
)
)
)
)
31) [sech’udu = tanhu
)
)
)
)
)
)
)

38) [ cschu cothudu = —cschu

Integrales con au + b.

39) a;iib

= 1ln(au+b)

40) afﬁ;‘b =2 a—%ln(au—i—b)

2
41) [idy - (aud)) _ 2t 4 bin (au + b)

42) widu _ (au4b)3 3b(au+b)>

_ 3b%(au+b)
au+b 3at 2a% at

Z—z In (au + b)

du 1 u
13) [ st = 310 ()

4) [ ey = (45
45) f (aud}:b)2 = a(a:L]:HJ)

46) [ (azfi%y = a2(al;+b) + 2> In(au + )

u2u ay 2
47)f( du_ _ autb _ __b

au+b)? a3 a3(au+tb) 121_2 In (au + b)

du 1 1 U
48) [ Taut)? = bausy) T gz 0 (au+b)

du —a a au+b
49) [ W autb)Z — P (autb) g + 38 In (2)
du _ —1
50) f (au+b)® — 2(autbd)?

udu —1 b
51) f (au+b)® — a?(au+tbd) + 2a2(au+b)?

wldu  _ 2b 2 1
52) f (autb)3 — a3(autb) ~ 2a3(autbd)? + a3

In (au + b)



(au+b)?

53) [ (au+b)du =

Za
54) [ (au+b)" du % paran # —1
55) fu (au + b) du = (?Zfé);f b(?s:f));jl paran # —1,—2
56) [ u® (o -+ 0)" du = (g — 2 + R

paran # —1,-2,-3

7) [u™ (au+b)" du =
um:ﬁ;fib)n m+n+1 f u™ (au + b)" Ldu
=\ Ui — Gt S (au ) du

(au+b)"*" du

—u" M (autb)" | mgng2
(n+1)b + T (n+1)b f“

Integrales con vau + b.
J" du _ 2Vau+b

Vvau+b a
59) [ oy = 2

202 _4ab b
60) wdu _ 2(311 u 154;3 u+8 )\/—

au+b
Lln(‘/‘“‘* f)
Vo M\ Vaurorvo

61) fuﬁ%b:

n—l au+b
\/ —b
du _ _Vautb _ a du
62) fu2 aut+b bu 2bfu\/m

3) [Vau+bdu= 7\/au+b>3

) Juvau+bdu =

2(3au—2b)

15a2 (au + b)3

) T b = 2 ), [l s
66) f@du:2\/m+bfu\/‘ﬁ—%
) [ = YRR g [
63) [ Jirmpdu = Zastl - 2ube [ du
69) [ umf/lZqub = _(m%fl - (32 g)b J um— 1\/au+b
0) [u™vau+ bdu = (2m+3)a(au+b)3/2
(2731’1%)(1]1/” Yau + bdu

JauTh
(m l?){“'m 1 + 2(m 1) fum luau+b

T1) [ Ly =

(au+b)g/2
m—1)bum—1

)J"\/Zli:rdu_( (2m— 5)afmdu

(2m 2)b ym—1

2(au+b)(Mmt2)/2

) J (o by 2y = Lol

m 2(au+b)(MmTH/2 2b(autb)(m+2)/2
74) [ o+ )™ du = : aj(r31+4) N (aj(n)wz)

m 2(aut-b)(m+6)/2 Ab(au+b)(mTH/2
) [ u?(au+ by 2du = X a3(731+6) ( as(w)z+4)
262 (au+b)(m+2)/2
Tt Em
76) f (au+§)m/2 du — Q(au_;f)mm n bf (au+b);’"’2)/2 du

(au+b)"/? _ (au+b)(m+2)/2 ma (autb)™/?
77 [ —du= - e (S gy

d — 2 1 d
) J @t b = S a7 T p / e C=e

Integrales con u? + a?.

79) IL B %

u?+a? a

80) udu 21n (u? + a?)

u?+a?

u?du
u?+a?

81)

3 2 2
) [ 28 =% - £ (2 4+ a?)

%) [ e = 2 o ()

__du 1 1 —1u
84) f uZ(uZ+a?) T 2u a3 tan a
du _ 1 1 u?
85) | whdte =~z ~zeln (m)

1u
a

86) f (UQiZQ)Q = 2a2(u2+a2) + 2a3 tan™

87) | ey = wte

2
88) f (ug+iu2)2 - 2(u;47:a2) + % tan71%

89) f (ugi(fz%)z = 2(ug-2|—a2) + %1n(u2 —|—a2)

90) f u(uzdjriaz)2 = 2a2(u12+a2) + 2_1114— In ((uz’lfaz))

d _ 1 3 —1
91) f u2(u2ia2)2 - T atu a4(u2+a2) T 245 tan %
d _ 1 1 1 2
92) f u3(u21a2)2 — T 2a%u? T 2a%(u?+a?)  df In (u;iaz)
d _ -3 d
93) f (u2+1f12)"  2a%(n— 1)(u2+a2)” T+ (2n 2)a? (u2+ag)"*1

udu _
94) f (u2+a?)™ = 2(77,71)(71214]’,0‘2)71.—1

du du
95) f u(u2+a2)n - 2a2(n71)(71¢2+a2)”*1 + alz W

— f w2 du _a2f u™ 2 du
= (uz_’_az)nfl (u2+a2)"

__du 1 . duw 1 du
97) f um (uZta?)r a2fum(u2+a2)n71 P fium*%u?-i-a?)"

96) [ miraty



Integrales con u? — a°.

98) fﬁ = %ln (Z;Z) Z—%Cothﬂ%
99) ugﬁ?ﬂ = % In (u2 _ a2)

100) J"Udu _u+a1n(u+a)

101) uf_dflg = % + % In (u2 _ a2)

102) [ ﬁ — s n (uzu,zaz)
o+ o in (452)

1 u?
2a% In (u2—a2)

103) [ rrdamy

104) f u3(udzu_a2) = 2a%u2 -

105) f (uzdjjlzy = Qaz(;;iaz)
106) f (uzu_dgz)z = g(u;_laz)
107) [ s = sty + & In (252)

108) f (ugida%)z =

u—a
4a'g In ( uta

)

2(u2_i1a2) + % In (u2 - a2)

109) f u(uzdfaz)z = 2a2(7:217a2) + #ID (u2u—ja2)

110) f%:—ﬁ—m—%m(ﬁli)

1) [ ot =

1 1 1 u?
T 2a%u? T 2a%(u?—a?) + ab In (m)

2n—3

112) f (uzﬁ?lz)n = 2a2(n71)(7uuz7a2)n71 -

udu _ -1
113) f W?=a?)" — 2(n—1)(u2—aZ)"1

114) f u(uzd,uaz)n = 2a2(n71)(7u127a2)"*1 - a_lz

115) f : u"du

uZ—a2)n

f(u2m 22)dnu1 + a? f wZ—a2)”

(2n—2)a? f (uz,az)n T

du
w(uZ—a2)n 1

m=2dy
az)n

116) [ ity = o= | w=rtib—ay + o | oty

Integrales con a? — u?, u? < a®.

17) [ 2 = b n (22) = Ltann " 2

118) a;‘fzz = —1In(a? —u?)
119) [ M2du — 4 4 21y (a+u)
120) [ 4du — ' 0’ (g2 - y2)

121) f u(aggu% = # In (a2u—2u2)

122) f u2(a%ufu2) = aL + 2L In (Zt:j)

123) [ ot

_ 1 1 u
2a2u? + 2a% In (azfu2

)

124) f (a2ﬁz2)2 = 2a2(ag7u2) + %hl (ZtZ)
125) f (azﬁ:jz)z = 2(a21,u2)
126) [ (aiigy i ey 7a In (ZJ—FZ)

127) | (agii%)z = 2(a2aiu2) + 3 In(a® —u?)

2
gaz(alz_uz) + 21 In (azu_uz)

129) fﬁz—ﬁerJf%m(iﬂi

128) [ ol =

130) f u3(a2dzu2)2 =

2n—3

1 1 1 u?
T 2a%u? + 2a*(a2—u?) + ab In (az—uz)

131) [ (a2fﬂ;2)n =

132) [ e

2(n— 1)(12(112 z2)n 1 + (2n—2)a? f (a2

_ 1
- 2(7171)(1127302)"*1

Integrales con vu? + a2.

133) [VuZ + aldu = LAt éln (u+ Vu? + a?)

2, 2\3/2
134) [uvu? + a?du = %

3/2

u u2 a2
135) [u2vaZ ¥ atdu= "0 e
- %ln (u+ Vu2 + a?)

2 a2)3/2

2, 2)\5/2 2
136) [u?Vu?+ a?du = ( +g ) e J;
137) [ \/udfw =In(u+VuZ+a?) =senh " &
138) [ s = Vu? + a2

u?du uvu?+a? a
139)f¢u2ia2: Vulta? gl

n (u+ Vu? + a?)

140 W _ (w+a?)

) | Fee = 3 —a*Vu? +a?

1) [ —dt— = —1ln (@)

12) J u2\/duz+a2 = _W

143) [ ool = — VoI 4 ok n (eb/TEeT)

144) [ YEEE gy = iZ T a? - aln (S04
145) [ Yupa? gy — _YwPra® 4y (y 4 /i § a?)

146) f@du: —% _ %hl (@)

147) f (u2+d:2)3/2 T ':2-1—112

148) f (u2 1du = —1

a2)3/2 w2 +a?

w?du
149) [ e —

u®du
150) f (u2+adz)3/2

151) [ —5du = 1

w(u24a?)3/? a2v/u2+a?

= +In (u+ Vu? + a?)
Vu? +a2+\/7

2+a2

_ 1 In a+Vu?+a?
a3 u



du _ Vu2+a? u
152) f u2(u24a2)3/2 T R N e

du _ —1 _ 3
153) f u3(u2+a2)3/2 T 2a2u2vVu2+a2 2a4vu2+a?

b ghon (/)

3/2
2 du = )

+ %a‘l In (u + \/m)

w(u?+a?
154) f(u2+a2)3/ ( +4 4 3a2u\/8m

2, 2)\5/2
155) [ u(u? +a2) ¥ du = )T

wlu2+a2)?’? a2ulu+a?)?’?
156) [u? (u? + a?) ¥ du = )T atu(o 4

_ TR 0y (y 4 uZ T o)
(u2+a2)3/2

(u2+a2)3/2
157) [ ——du = 3 + a?Vu? + a?
o ()

2, 2)\3/2 9 92\3/2
158) f (u -’:2) du — _(u +a ) + 3u /u;Jra?

u

+ %azln (u—l— \/m)

w?ta? 3/2
150) [t gy = ) s e
— %aln (7‘”@)

2 2

Integrales con vu? — a?.

160) [ == =1In (u+ vVu? - a?)

161) [ iy = ViZ = a?

162) [ Zzi“az = WPa? @y (4 4 VuZ — a?)

w’du (u2_a2)3/2 2 2 2
163) [ T = 3 +a*Vu? —a

164) [ u\/j’ffa? = Lgec! (%)
165) [ A = Yoo
166) f ud Zg_az = 2122217212 + %Secil (%)

167) [V =@ du= WEE _ &y (4 T )

(u27a2)3/2
168) [uvu? —a?du = ~—5+—
u(u2—a?)%/?
169) [u2v/aZ —a2du = ") | auvuioa
— %4111 (u+ Vu? —a?)

2 2)5/2 az(uz a2)3/2

170) [uwPvVu? — a?du = (v 7; + -
171) [ Y=gy = /u —a? —asec™ ! ¥

172) [ —”‘i;azdu = ——V"i:az +In (u + Vu? — a?)

V=) 1

173) [ e “23_“2 du = L+ % sec”

A
a

179) [ oem = —

uz_a2)3/2 a2vu2—a?

175) f (uzgzg)Sﬂ = u;iaz
= - ==+ (u+Vu? — a?)

3 2
177) [ ot = VP —a® - —

176) f ( u’du

u2—a2)3/?

1

178) [ =

_ 1 -lu
u(u27a2)3/2 a?2vu2—a? a3 sec a

u Vu?—a? u
179) fuz(uzd_az)fiﬂ T T T d%u T aiul-a?
180) f ua(uzd,uaz)?)ﬂ ~ 2a2u? 1u2,a2 By iz,az - %Secilg
2_ 42 3/2
181) [ (u? —a2)** du = ulv . ) 3a%uv/u¥—o”
+ §a4 In (u + \/m)
u?_q? 5/2
182) [ (u? — a?)*? du = (Z2)
wlu?—a2)?"? ulu?—a2)??
183) [u? (u2 — a2)3/2 du = ( 5 ) + ( )

_ a'uvuZ—a? W+?_Zln(u+,/u2_a2)

2 2)7/2

5/2
184) f’u,3 (’LL2 _ 0,2)3/2 du — (u —? a2(u2;a2)

(u2—a2)3/2 (u —a2)3/2
185) [+———du = —F+— —a’Vu? —a® +a®sec”! &

u2—a2)?/? w2—a2)?’?
186) f ( u2) du = _( — ) 4 3ux/u227a2

— %a21n (u+ \/W)

(uzfaz)s/z 31 /u27a2 3 —
du 52 + S — sasec

1

i
a

Integrales con va? — u?.

188) f\/% =gen~! &

189) [ A — /T

190) [ oty = —wVelm® 4 gsen !t
101) J e = LT

102) iy = (e

103) [ - T

194) [ i = Yt — g (SR

195) [Va2 —u? du = 7““’;*“2 + %2sen_1 L

2 2)3/2

196) [uva® —u? du = —(a+

2

197) [ w?Va? —w2du= " ’;‘2)3/2 folu/aBou? | o

2_,,2 5/2 a2(a?—u? 2
198)fu3\/mClu:(a 5) _ - )?



199) [ ¥a=vt gy =
200) [ Yy =

201) [ Yy =

2_ 2
a2—u2—aln(a+7 \/Zu)

V= -1

—sen” %
u a

_m_’_%ln(aﬁ-\/ljf—iﬁ)

2u?

u

202) f(az uw2)??

a2v/aZ—u2

203) f (a2 Udg)sm = azl,uz

204) f( . d;;g/z = \/a2“7u2 —sen~ %

205) I% Va? =¥ + ey

206) [ i = v — & In (SRAE)
07 [ ot = T

-1 3

208) [ o

W (a2—u2)??

/2 u(a®—u? / a‘uva?—u
209) [ (a2 —u?)"" du = ( 4) - Htemas ol
+§a4sen_1%
2_,2 5/2
210) fu(az—u2)3/2 du (a 5)
wla?—u? 5/2 a2ula?—u? 3/2
211) [u? (a® —u2)*? du = ~ ATy Pl
= O
2_,,2)7/? a2(a?—u? 5/2
212) [uf (a? —u2)*? du = LT Al

2a2u?+v/a?—u? 2a*v/a?—u?

_ 3y (etvemw
2ab u

(a _u2)3/2 (a2_u2)3/2
213) [ —du= 3 +a?va? —u?
— & (a+m)
_u? 3/2 a?—u? 3/2
214) [ (o ug) du = _{ — ) 3““122_“2 + 3a%sen™
a2 —u2)?/? a2 —u2)?/? —
o15) flim) gy = Ew) T sveiow

+ %aln (7‘”‘/‘5_7“2)

Integrales con au? + bu + c.

216) fauziZu+c =

217) f au;fl-dbz-i—c =

2
218) f au;ﬂrngrc =

du
219) f u(au?+bu+c)

2 tan— 1 2au+b
Vdac—b? V4dac—b2

1 In 2au+b—+/b2—4ac
b2 —4ac 2au+b++b2 —4ac

b d
% In (CL’U’2 +bu + C) T 2a au2+1l;u+c
o= #ln(mﬂ—i—bu—i—c)

b%2—2ac du
+ 2a? f au?+bu+tc

=11n u? _ b du
— 2¢c au?+bu+tc 2c au?+bu+tc

2
220) f u2(augibu+c) 2c2 In (au tgu-i-c) - i

b2 —2ac du
+ 2c2 f au?+bu+tc

du _ 2au+b du
221) [ oiiror = Gae et thte T daew | artier
udu _ bu+2c _ b
222) f (au24+butc)? = (4ac—b2)(au?+bu+tc) dac—b? f
w2du . (b2—2ac)u+bc 2
223) f (au2+butc)? — a(dac+b?)(au+butc) + 4ac—b2 f
du _ 1
224) f u(au2+butc)? — 2c(au?+butc) f (au2+bu+c)2
+ 3 f u(au2+bu+c)
du _ 1 _ 3a
225) f u2(au?+butc)?  culauitbutec) f au2+bu+c)
2 du

c u(au2+bu+c)2

226) [ s = i — 6w — 2] s
227) [ u"(auzdibquc) = —GDew=T — o u"*l(azqurbquc)
_a du
¢ J un=Z(auZtbutc)
Integrales con u?® + a3.
228) [ iy = b 1n% + Ly tan~! 2
220) [ pdty = Lin oot 4 Lo tan ! 2000
230) [ 4% = Ln(u? +a?)
231) [ st = b In ()
232) [ ity =~ e I MR — g tan

urta 2
233) | sy = sererey + I (uta)

u?—auta?

2 —1 2u—a
+ 3as\/gtam o3
wud _ 2 1 2 —au+ta?
234) [ B 1a®)? = 3805 F) T T8 0 (e

1 —1 2u—a
an
+ 3z v

235) f ( w?du - _

1
ud+a3)? 3(u3+a3)

du _ 1 1 u’
236) [ iz = gy T e ln (—u +a3)
du _ 1 u? 4 udu

237) [

w2(ud+a3)?2 —  abu

238) u™du um % aSJ" u™ 3du

u3+a3 m—2 u3+a3
du _ —1 1 du
239) f w (S +a®) - aS(n—DLun 1 a® J w3 (ud¥ad)



Integrales con u* + a’. 263) [ usen?(qu)du = L — usenou) _ cosZaw)

4a 8a?
U u”tau a sen(au) o (au)® (au)®
240) [t = = m(qungz) 264) [ snlew) gy — gy — Low)? 4 @07
sen(au) _ _sen(au) cos(au)
_zaslﬁ {tan_l (1 — %5) — tan— ! (1 + u;/a)} 265) [ == du = law) 1 g [ colaw) gy,

266) [ du _ _ %ln [esc(au) — cot(au)] = %ln [tan (a_zu)]

sen(au)

241) [ e — Lo (LzenvEiel)
! oz v/l 267) f selljl(isu) -
— 2al\/§ [tan_l (1 — U’T\/i) — tan_l (1 + u;/i)} (aw)® )2 T(au)® )5 2(22”71_1)3 (au)2n+1
= {‘“H‘ 8 T 1m0 Tt @nF1)! +}
du _ 1 1 u? —auv2+a?
242) f u2(u4+a4) — a*u 4a5\/§ ln (u2+au\/§+a2) 268) f Scn;(au) _ _% cot(au)
+— {tan (1 - u\T@) —tan™! (1 + UT\/?)} u os(au au
207 \/_ 269) f scng(au) = _2acscrgz(z3u) + % In [tan (7)]
wddu 1 4 4 § )
24‘3) u4+a4 Bt ln (U + a ) 270) fsen(pu) Sen(qu)du — ber;[((;:__j))u] _ be];[((;:,’__;))U]
U ’U.4
244) [ Tttany = me I (u‘“ra“) 271) [ 1=y = & tan (§ + %)
245) [ e = ;L tan~! & 272) [ s = Ltan (T + %) + Zlnsen (§ — 4
_ 1 s au
246) [ it = gt — v tan 213) [ tréncam = —awtan (5 - %)
274) udu . uy T _ au 21 Ty au
247) [ ¥ = gz ln (Z+Z) — gy tan~t L ) T+sen(au) 2 tan (§ = 5) + 5 Insen (§ + )
du _ 1 T au 1 s au
1 (e 275) | (e = 3« tan (5 + %) + g tan® (§ + )
248) [ e = o (4% " L
276) f (1+sena1)2 = T2 tan (Z - 7) ~ 6a tan (Z - T)

at u+ta

249) [ 4% = Lo (252) + L tan !

Integrales con cos(au).
250) [ du = 5 (o)

at

251) [ oty = 37 1n(u4u_4a4)

i In (u4 — a4)

277) [ cos(au)du = e

a

278) [wcos(au)du = cos(aw) | usen(au)

a? a
252 . | -+ In ( ) + tan~! &
) f u2(uf—at) 4a5 uta 2a5 a 279) fu2 cos(au)du — 27; COS((LU) + (% _ %) sen(au)
253 du _ 1 1 (u2—a2)
) f u3(u4—a4) 2a4u2 + 4a6 n u2-+a? 280) fu3 COS(GU)dU — (a_u2 _ i) COS(GU)+ (%3 _ 2_73{') Sen(au)
Integrales con sen(au). 281) [ u" cos(au)du = “= — 2 [ yn~ sen(au)du

cos(au) 282) [ u™ cos(au)du = —*- Se;(au) + "“:271 cos(au)

- M Ju""2 cos(au)du

254) [sen(au)du = —

a

255) [wusen(au)du = sen(au) _ wcos(au)

a a

) 283) [ cos®(au)du = & + SCH(Q‘W)

256) [ u®sen(au)du = 2% sen(au) + (a_i _ %) cos(au)
284) fCOSB(au)du = sen(au) M

a 3a

257) [u®sen(au)du = (a_2 — a%) sen(au)—k(i—g — _3) cos(au) 285) [ cos(au)du — %u n ben42¢5au> n ben;;(;u)
258) [ u”sen(au)du = — @ 4 [ yn=T cos(qu)du 286) [ ucos?(au)du = % 4 wsen 2(¢W) + 00582(1(;171)
259) [u"sen(au)du = o CO:(G“) + ”“:271 sen(au) 287) [ %du —lnu— (t21u2)| + (Zu4)’ (ZTJG)!G T

% J u" % sen(au)du 288) | Cosu(gu) du — _Cosiau) —af %uau)du
260) [ sen*(au)du = 4§ — % 289) [ % = Lln[sec(au) + tan(au)] = 2 In [tan (F + 4)]
261) [ sen®(au)du = —@ + % 290) [ % =
262) [ sen*(au)du = 3¢ — benﬁau) + beng(;lsu) =% {<a“) + ) 43wt gn(f;i))z,f; +.. }

11



291) f du _ tan(au)

cos?(au) a

sen(au)
2a cos? (au)

202) [ =

cos3(au)

+ 5= In [tan (F + 4¢)]

293) [ cos(au) cos(pu)du = *alla—piul _ senllatpu)]

2(a—p) 2(a+p)
294) f#g(au) =—Llcot g
205) [ ygltoy = —wcot 4 + % Insen 4
296) #“(w) = Ltan 2t
297) #‘s&u) = %tan % + 2 Incos 4
298) [ 7(1_&1?%))2 = —ﬁ cot &4t — 6% cot? aL
299) f(lerde = 5 tan % + L tan® &

Integrales con sen(au) y cos(au).

300) [ sen(au) cos(au)du = sen”(aw) _ _ cos” (au)

2a 2a
301) [ sen(pu)cos(qu)du = —COZ[((;):(?))U] - CO;[((;)I;))U]
"+1(au)

302) [ sen™(au) cos(au)du = =57

303) [ cos™(au)sen(au)du = —%

304) [sen®(au) cos®(au)du = & — Scn;é(;“)

305) [ du

sen(au) cos(au) = % In [tan(au)]

306) f m = éln [tan (% + a_;)} - aser}(au)

307) fsen(au)dgosz(au) =

%ln[tan(a—;]—i— ! )

a cos(au
308) [ scn2(aul)iléos2(au) = — 2ootlzeu)
309) [ St du = ==+ n [tan (5 + )]
310) [ ity = <=t 4 L1y [tan (%)]
311) fﬁ = %ﬂlntan(% +I)

sen(au)du

312) [ e = 5T 5= In [sen(au) + cos(au)]

cos(au)du

313) [ e e = +Z+ % In [sen(au) £ cos(au)]

Integrales con tan(au).
314) [tan (au) du = —%Incos(au) = % Insec(au)

315) [ tan?(au)du = 22w _y,

a

316) [ tan®(au)du = tan;% + L In cos(au)

317) [tan"(au)du = % — [tan""*(au) du

318) [ tan”(au)sec?(au)du = %

12

319) [ sec”(aw) ) Ln tan(au)

tan(au)

320) [ =2v— = linsen(au)

tan(au)

321) [ utan®(au)du = "t%(a") + 2 Incos(au) — “2—2

Integrales con cot(au).
322) [ cot(au)du = I Insen(au)

323) [ cot?(au)du = —<He) _y,

a

324) [ cot®(au)du = _cot?(au) _

o L In sen(au)

_ cot" 1 (au)

325) [ cot™(au) csc?(au)du =

T a
326) [ <o) du = — L Incot(au)
327) [ % = —LIncos(au)
328) [ wucot?(au)du = —%(a") + % Insen(au) — %

329) [ cot™(au)du = —Co(tz%ll()a:) — [cot"2(au)du

Integrales con sec(au).

330) [ sec(au)du = L 1In[sec(au) + tan(au)] = L Intan (% + Z)

T a

tan(au)
a

331) [sec®(au)du =

sec(au) tan(au) | > In [sec(au) + tan(au)]

332) [sec®(au)du = o

333) [sec™(au) tan(au)du = sec” (au)

na

334) f du _ _ sen(au)

sec(au) a

335) [ usec?(au)du = £ tan(au) + - Incos(au)

n—

336) [sec™(au)du = wl% + 222 [sec" 2 (au)du

Integrales con csc(au).
337) [ esc(au)du = L In[csc(au) — cot(au)] = L In [tan %]

338) [ csc?(au)du = — <o)

a

339) [ esc’(au)du = —W + 5 1In [tan (“—2”)]

340) [ csc™(au) cot(au)du = —S (@)

na

341) f du - cos(au)

csc(au) a

342) [ wesc?(au)du = —weotlaw) | - In [sen(au)]

a

343) [esc™(au)du = —W + 222 [cse" 2 (au)du



Integrales de Funciones Trigonométricas In- Integrales con e™
versas.

au

370) [e™du = <

344) [sen~'(u/a)du = usen '(u/a) + va? — u? o
371) [u e du = — (u— l)

a

345) [ wsen(u/a)du = (4 — &) sen~ (u/a) + =T

* 372) [u? edu= <= (u? — 2 4 2)
_ w3 _ w?42a%)Va2—u? n_au
346) [u?sen'(u/a)du = % sen~'(u/a) + % 373) [um e®du = L — L [y tetudy
sen”!(u/a) o (u/a)® 1-3(u/a)® 1-3-5(u/a)” — ( n_ nu""! n(n—l)u"72 (D" n')
347)ffdu—3+ 333 T 2455 1 24677 T a \U a T a? ot e

con n = entero positivo
348) [ Smt#du _ _sen"'(ufa) _ 1y (@)

u

au au 2 au 3
374) [ € du = In(u) + 2 4 Qo= 4 0w
349) [ (sen™! %)Qdu = u (sen~! %)~ 2u+2va? —uPsen! & 375) [ Srdu =

_edu a e
- — n—1 — n—1
@ (n—1)u + n—1 f u du

350) [cos™!(u/a)du = ucos™! ¥ — /a2 —u? u o
)] (u/a)d a 376)fp+qeau:5—aipln(p+qe )

351) [ucos™'(u/a)du = (—2 - ﬁ) cos™lu _ wau? du _ _ w 1 1 au

) H(ufa) 2 4 C 1 3T7) [ Gragery? = 8 T ap Grrger) — apr 1P+ g

u?—2a?)vVaZ—u2
352) [wu?cos™!(u/a)du = “3—3 cos™1 L — % a_\}p_q tan—! (\/ge““)
378) [l o =
cos”(u/a) _ 7 [ sen(u/a) petttqeT 1 e —y/—a/p

353) f u du = 2 ln(u) f u du 2a+/—pq In <ea“+\/—q/p>

354) [ (w/a) gy, - —&J"/a) + 1 (@)

u2

379) fea“ sen (bu) du — e [asen(bu)—bcos(bu)]

aZ—b2

2 au
355) [ (cos™* 2)? du = u (cos™ %)" —2u—2va® —u? cos™" & 380) [ e cos (bu) du = & [acosgjzz;bsen(bw]

356) [tan~'(u/a)du = utan~'(u/a) — % In (u* + a?) 381) [ v Inudy = w1 [ e gy,

357) [utan"'(u/a)du = § (u? + a?) tan~! (u/a) — %

s , s Integrales con In(u).
358) [w*tan~'(u/a)du = % tan™'(u/a)— 2% +% In (u? + a?)

382) [In(u)du=wuln(u) —u

359) f M(iu — (u/a) . (uég) i (u/a) (u;gy N

383) [ [In (w)]* du = u [In (u)]* = 2uln (u) + 2u

360) [ =t = —L tan~ (u/a) - o In (252 1
384) [[In(uw)]"du=wu[n(v)]" —n [[In(u)]"" du
361) [cot™!(u/a)du =ucot™(u/a) + % 1n (u? + a?
) (u/a) (u/a)+ 31n ( ) 385) [uln(u)du =% [In(u) — 1]
362) [ucot™!(u/a)du = (u® + a?) cot ™! (u/a) + 4 -
386) [u™Inudu = *“—— (lnu— L)
363) [u?cot™!(u/a)du = “; cot_l(zL/CL)—l—‘l%2—‘%3 In (u? + a?)
) . 387) [2tdy = In’u
364) [ (D) gy = Ty — [ e _(a) gy,
T =

365 cot~!(u/a) du — _ cot”'(u/a) 4 L1 (M)
N u 2a u? 389) [ In® udu = uIn®u — 2ulnu + 2u

m—+1

366) [u™sen™!(u/a)du = “ox sen”!(u/a)— 15 [ md 390) [ W udu _ %
367) [u™cos™ (u/a)du = 7::1 cos Hu/a)+ 2= [ md 391) [ -9 —1n (Inw)
368) [u™tan"!(u/a)du = m+1 " tan~!(u/a) — o f u;:; 392) [In(u®+a?)du=uln (u® + a?) — 2u + 2a arctan &
369) [u™ cot™! (u/a)du = Lt cot™ (ufa) + 7o [ srrmdu 393) [In(u? —a?)du=uln(u? —a?) = 2u+aln ( :iiz)

13



Integrales con senh(au). Integrales con cosh(au).

394) [ senh(au)du = %(au) 408) [ cosh(au)du = M

395) [wsenh(au)du = “COS};(‘I") - SC“ZQ‘“) 409) [ wucosh(au)du = uscn};(a") - Cosﬁ;g“”

396) [u?senh(au)du = (“72 + a—23) cosh(au) — 2% senh(au) 410) [ u? cosh(au)du = M + ( + a%) senh(au)
397) [ fnhlen) gy = gy 4 QU7 4 @7 4 411) [ <o) gy = g 4 G 4 LTy Lot

398) [ zenhlew) g, . _sewhlaw) 4 coshlow) gy, 412) [ cohlow) g, . coshlaw) o - senhlow) gy,

399) [ mﬁ% = L1n [tanh (%)] 413) [ % = 2 tan~! e

400) [ senh®(au)du = —senh(auggos}](au) - 414) [ cosh?(au)du = %+ —senh(au%;‘mh(a”)

401) [ usenh?®(au)du = use“:fau) — Cosggau) — % 415) [ wucosh®(au)du = L . ”benh@au) Cosgga”)

402) [ ooy = — = 416) [ ottty = e

403) [ senh(au) senh(pu)du = Scn;([((ﬁ;])o)u] - Scng([l(la_;?)u] 417) [ cosh(au) cosh(pu)du = Scn;([((la_;gm)] + Scn;([((;:;g’)u]

404) [u™senh(au)du = M — 2 [umt cosh(au)du 418) [ u™ cosh(au)du = vsenhlew) _ 2 [u™ ! senh(au)du

a

405) [ senh”(au)du = senh” " (au) COSh(a")—”Tfl [ senh"?(au)du 419) [ cosh”(au)du = cosh" " (aw) Scnh(au)—l—"Tfl [ cosh™ ?(au)du

an an

406) [ =du = GRS + oty [ St 120) [ oetdu = G + gty [
du _ — cosh(au) n—2 du du _ senh(au) n—2 du
4‘07) f senh”™(au) ~ a(n—1)senh” L(au)  n—1J senh” 2(au) 421) f cosh™(au) ~ a(n—1)cosh™ ! (au) + n—1J cosh™2(au)
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Algunos valores de las funciones trigonométricas.

A en grados | A en radianes sen A cos A tan A cot A sec A csc A
0° 0 0 1 0 o0 1 o0
15° /12 TO6-vD) | J(6+vD) | 2-VE | 24vB | VB-VE | V643
30° /6 % % 3 % 3 V3 % 3 2
45° /4 % 2 % 2 1 1 V2 V2
60° /3 %\/ﬁ % V3 %\/3 2 % 3
75° 5m/12 i(\/ém/i) i(\f—\/i) 2+3 2-3 V6 + V2 V6 -2
90° /2 1 0 +o0 0 +00 1
105° Tr/12 TOEHVD) | (E-va) | —(24vB) | —(2-VB) | - (VB+VD) | V-3
120° 21 /3 % 3 —% -3 —% 3 —2 2\/5
135° 3m/4 % 2 —% 2 -1 -1 -2 V2
150° 51/6 % —% 3 —% 3 -3 —% 3 2
165° Hrf12 | (VB6-vD) |3 (VB+VD) | —(2-V3) | - (2+VE) | - (VE-VE) | VB+v3
180° 7 0 -1 0 +00 -1 +00
195 Br12 | —r(VE-vE) |~ (VB4vE) | 2-VE | 24VE | —(V6-vD) | - (VB+VD)
210° /6 —% —% 3 %\/ﬁ V3 —% 3 -2
225° 5m/4 —% 2 —% 2 1 1 -2 -2
240° 41/3 —% 3 —% V3 %\/3 —2 —% 3
255 1Trf2 | (VD) | g (VE-vE) | 24VB | 2oV | —(V6VD) |~ (V6 VD)
270° 3m/2 -1 0 +o0 0 Foo -1
285 0n/12 | 2 (VE+vE) | (V6D |- (24V) | —(2-VB) | VB+vE | - (VB-vD)
300° 5m/3 —% 3 % -3 —% 3 2 —g 3
315° /4 —% 2 % 2 —1 ~1 V2 —V2
330° 117/6 —% % 3 —%\/ﬁ —3 % 3 —2
345° w12 |~ (VE-vE) | {(6+VD) | ~(2-VE) |- (24VB) | VB-VE | -(VE+VD)
360° s 0 1 0 Foo 1 Foo
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Formulario de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 1.

Definicién 1. Ecuacién en Variables Separadas.
Consideremos la ecuacién con forma estandar:

M(z)dz+ N(y)dy =0 (1)
La solucién se obtiene integrando directamente:

/M(a:)dx—i—/]\f(y)dy _c

Definicién 2. Ecuacién en Variables Separables.
Las siguientes dos ecuaciones, son ecuaciones en variables separables.

Mi(z)Ni(y) da + Ma(z)N2(y)dy =0 (2) gng@m@) (3)
x
Para determinar la solucién de la Ec.(2), se divide La solucién de la Ec.(3), se obtiene al dividir en-
la ecuacién entre: Ma(x)N1(y), para reducirla a la tre g(y) y multiplicar por dz, para reducirla a la
ecuacién en variables separadas: ecuacién en variables separadas:
M (z) Na(y) 1
dz + dy =0 ——dy = f(z)dz
M) T M) 9(v)
ahora sélo se integra directamente: ahora sélo se integra directamente:
M (x) /N2<y> / 1 /
dz + dy=C ——dy= [ f(z)dz +C
@) T M) Y 9()

Definicién 3. Ecuacién Lineal.
La ecuacién lineal tiene la forma general:

a(z)y’ +b(x)y = g(x) (4)
a(x), se llama coeficiente principal. La Ec.(4) se tiene que dividir entre a(z) para obtener la forma estédndar:
Y + Px)y = Qx) (®)

La Ec.(5) tiene a 1 como coeficiente principal y a partir de aqui se obtiene la solucién de la Ec.(4), LA SOLUCION ES:
— [ P(z)dzx P(z)dz
y(z) =e I Pe) [/ef @) Q(z)dz+ C

Si Q(x) = 0, la solucién es:

— [ P(z)dx
y@) =ce 17
. J P(z)dx .
El termino e se llama Factor Integrante de la ecuacion.
Definiciéon 4. Ecuacién de Bernoulli.
Tiene la forma:
y' + P(z)y = Q(z)y" (6)

conn #0yn#1,n puede ser positivo o negativo. Con el cambio de variable z = y~ ™!, la ecuacién de Bernoulli se reduce a
la ecuacion lineal:

2+ (~n+ 1)P(a)z = (—n+ 1)Q(x) (7)

al resolver la Ec.(7), se obtiene que LA SOLUCION DE LA Ec.(6) DE BERNOULLI ES:

— [(=n P(x)dx (—n P(x)dz
yontt P h—n+D/?“ FIP@ L ey o
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Definiciéon 5. Ecuaciones Exactas o en Diferenciales Totales.
Consideramos la ecuacién:

M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0 (8)
donde se cumple: M, = N,. La solucién se obtiene de calcular:
i) w=[M(z,y)d, iii) v= [[N(z,y) — uy]dy
ii) calculamos: u, iv) La solucién general implicita es: u +v=C

Definicién 6. Factor Integrante.
Consideremos la ecuacion:

M(z,y)dz+ N(z,y)dy =0 (9)

donde M, # N,. Para determinar la solucién de esta ecuacion, se tiene que reducir a una ecuacién exacta; asi que primero se
debe calcular uno de los dos posibles factores integrantes:

1) plx) = el 5 2) u(y) = el T

segundo se multiplica la Ec.(9) por el factor integrante que exista y se obtiene la ecuacién exacta:

pM (z,y) de + pN (z,y) dy = 0 (10)
la solucién de la Ec.(10), que ya se sabe resolver, es la solucién de la Ec.(9).

Definiciéon 7. Funcién Homogénea.
Se dice que una funcién f(z,y) es una “funcién homogénea de grado n” respecto a las variables z e y, si para cualquier valor
real A se cumple la propiedad:

fladyA) = X" f(z,y)
donde n € R. En particular, cuando n = 0 se tiene una funcion homogénea de grado cero, se cumple que:
faXyA) = f(z,y)

Definicién 8. Ecuaciones Homogéneas de Grado Cero.
Consideremos las ecuaciones:

M(z,y)dz+ N(z,y)dy =0 (11)
) (12)

Se dice que la Ec.(11) es homogénea de grado cero, si tanto M (x,y) y N(x,y) son funciones homogéneas del mismo grado.

La Ec.(12) serd homogénea si f(x,y) es una funcién homogénea de grado cero. Las Ecs.(11) y (12) se transforman en ecuaciones

en variables separadas al utilizar los cambios de variables: uw=% y ov= %

Si N es algebraicamente mds sencilla que M, se elige u = . St M es al@ebmicamente mds sencilla que N, se elige v = %

A) Con el cambio de variable u = £

g
® La Ec.(11) se reduce a la ecuacién en variables separadas:

d N(1 d
f + M) (—1—75])\[(1, " du=0 la cual se integra directamente Ik ?:c +

N(1,u)
/ M(1,u) +uN(1,u)

du=C

la solucién de la Ec.(11) se obtiene al sustituir nuevamente u por £ en el resultado de la integral.

8 e

® La Ec.(12) se reduce a la ecuacién en variables separadas:

d d d d
- == la cual se integra directamente Y = & +C
u x

fu)—u o ff(l,u)—

la solucion de la Ec.(12) se obtiene al sustituir nuevamente u por £ en el resultado de la integral.
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B) Con el cambio de variable v = %
® La Ec.(11) se reduce a la ecuacién en variables separadas:
dy M(v,1) dy M(v,1)
— ’ dv=0 la cual se integra directamente — ’ dv="C
y  N(v,1)+vM(v,1) & y J N(v,1) +vM(v,1)
la solucién de la Ec.(11) se obtiene al sustituir nuevamente v por £ en el resultado de la integral.
S La Ec.(12) se reduce a la ecuacién en variables separadas:
dv d dv d
— = il la cual se integra directamente J—/————=J Yo
o v Y o :
la solucién de la Ec.(12) se obtiene al sustituir nuevamente v por % en el resultado de la integral.
I. WRONSKIANO.
Y1 Y2 v Yn Renglén de las funciones.
yll y; e y:L Primera derivada de las funciones.
ylll y;/ oo y;: Segunda derivada de las funciones.
Wiy, y2,...,yn] =
ygnil) ygnil) e yﬁb"*l) Derivada de orden n — 1 de las funciones.
o Siel Wlyi,ya,...,yn] # 0, entonces, el conjunto de funciones {y1,y2,...,yn} es linealmente independiente (LI).
(1) CALCULO DE yi(z). Ecuacién Auxiliar.
Primero. Dada la ecuacion:
any™ + an 1y 4+ agy” + ary’ + aoy = g(x) (13)
establecer la ecuacion homogénea asociada:
any™ + an_1y™ "V 4+ agy” + a1y +agy =0 (14)
Segundo. Establecer la ecuacion auziliar:
Anm"™ + ap_1m™ L4+ agm?+am+ag =0 (15)

la Ec.(15) es un polinomio de grado n, en la variable m. Al resolver este polinomio se pueden tener:

* raices reales y diferentes * raices conjugadas complejas, y
* raices reales repetidas * raices conjugadas complejas repetidas

Por esta razén yp(x) consta de cuatro partes: yn(x) = y1(z) + y2(x) + y3(z) + ya(x), ji no necesariamente existen los
cuatro casos !!

Caso i. Raices Reales y Diferentes, y; (z).

Sean my, ma, ms,... las raices reales y diferentes de (15), entonces, una parte de yp,(z) se escribe como:
y1(x) = Cre™® + Cae™?* + C3e™3* 4 - - (16)
Caso ii. Raices Reales Repetidas, ya2(z).
Sean m = my = mg = mg = my--- las raices reales repetidas de (15), entonces, otra parte de yp(x) se escribe como:
yo(x) = C1™* 4 Coxe™® + Czx2e™® 4 Cyx3e™ + - - - (17)
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(2)

Caso iii. Raices Conjugadas Complejas, y3(z).
Sean my = ay £ B4, ma = ag £ Pai, m3 = as £ B3i,... las raices complejas conjugadas de (15), entonces, otra parte
de yn(x) se escribe como:
ys(x) = e™” [Cl cos(B1x) + Co sen(ﬂlx)} +
e*?” [Cg cos(Bax) + Cy sen(ﬁgx)} +
e*3* [05 cos(fsx) + Cg sen(ﬁ3x)] +--- (18)

Nota: Obsérvese que se toma el valor positivo de 5 en todos las casos.

Caso iv. Raices Conjugadas Complejas Repetidas, y4(z).
Seanmi =a+fi = ma=a=xfi = mg=axfi =--- lasraices conjugadas complejas repetidas de (15), entonces,
otra parte de yp(x) se escribe como:

ya(z) = e**[C cos(Bx) + Cysen(Bz)]+
xe®” [C3 cos(Bx) + Cysen(Bz)|+
x?e* [C5 cos(Bz) + Cgsen(Bz)] + -+ (19)

Nota: Obsérvese que se toma el valor positivo de 5 en todos las casos.

e CONJUNTO FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES (CFS). Sean y1,¥2, ..., Yn, n soluciones LI de la Ec.(14). Entonces el
conjunto {y1,y2,...,yn} se llama Conjunto Fundamental de Soluciones para la Ec.(14).

CALCULO DE SOLUCIONES PARTICULARES yp(z) PARA LA Ec.(13).

Primer Método:Coeficientes Indeterminados.

La solucién y,(z) depende de la forma que tiene g(x). Por esta razén se utiliza la siguiente tabla:

si g(z) es entonces yp(z) se propone como

k — cte A
ang™ 4+ an_12" 1+t az? a1z +ao | Anz" 4+ Ap1z" T+ 4 Az + Aiz + Ao

cos(az) Acos(ax) + Bsen(ax)
sen(ax) Acos(ax) + Bsen(ax)
eam Aelll'

Si g(z) es una multiplicacién de las anteriores formas, yp(z) se propone como una multiplicacién de las
respectivas yp(z).

Una vez propuesta y,(z), se debe calcular la solucién general homogénea yy () y verificar que los términos de y,(z) no
aparezcan en yp(z); pero si algin término de y,(x) aparecen en y,(z), entonces, se deberd multiplicar dicho término
por z o 2 o z®... o por alguna potencia x™, hasta que dicho término de la solucién particular y,(x) no aparezca
en la solucién yp(x). Después y,(z) debe derivarse segin las derivadas que aparecen en la Ec.(13); ya calculadas las

derivadas, se sustituyen en la Ec.(13) para comparar coeficientes y determinar sus respectivos valores.

Segundo Método:Variacién de Pardmetros.

Cuando el término independiente g(x) no tiene la forma de alguno de los de la tabla de coeficientes indeterminados,
es cuando se utiliza variacion de pardmetros.

Se debe determinar el conjunto fundamental de soluciones (CFS) de la ecuacién homogénea asociada (14). En general,
una manera de determinar un CFS para la Ec.(14), es a partir de la solucién general homogénea yp(z) = Crys () +
Caya(x) + Csyz(x) + - - + Cryr(x), el CFS es:

{yl(x)a yQ(I)a Z/3($)7 SRR yk(l")}
Primero.Sdlo se trabajard con EDO-LOS de segundo y tercer orden. Entonces se deben determinar los conjuntos

fundamentales de soluciones {y1(z), y2(z)} o {y1(z), y2(z), ys(z) }, segin se trate de una EDO de segundo o tercer
orden respectivamente.
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1I1.

Segundo.
Caso i. Ecuacién de segundo orden.
La solucién particular tiene la forma:

Yp(2) = ury1 + uzy2

donde:
, —9(x)y2 / —g(7)y2
U = ————, U = | —————dx
L Wiy, pe] ! Wly1, yo]
;9@ / 9(@)y
Uy = —7, U9 = 7d$
27 Wy, yo) 2 Wy1, y2)

Caso ii. Ecuacion de tercer orden.
La solucién particular tiene la forma:

Yp(2) = ury1 + uay2 + usys

donde:
= 9(@)[y2y5 — ysys) = / 9(@)ly2ys — vyl
Wly1,y2,ys] Wly1,y2,ys]
= 9(@)[=y1ys + yau1] vy — / 9(@)[=y1ys +yswil |
Wly1,yz2, ys] Wy, y2, ys]
ot = 9@y ~ o] vy — / 9(@)lyrys —yawi] |
W[y17 Y2, y3] W[y17 Y2, y3]

Finalmente la solucién general de la Ec.(13) se obtiene de sumar yy () y las y, () obtenidas por coeficientes indeterminados

y/o por variacién de pardmetros.

Transformada de Laplace .Z.

La transformada de Laplace de una funcién f(t) existe si f(t) es seccionalmente (por tramos) continua en [0,00) y es de

orden exponencial.

2L (1) = / T et i (nyde

una vez calculada la integral, representamos por F(s) a Z{f(t)}.
Y en general: Z{g(t)} = G(s), Z{h(t)} = H(s),...

Propiedades de la Transformada de Laplace.

e La transformada de Laplace es lineal porque:

Lkf)} = kZ{ft)}
Lk f(t) £hagt)} = B ZL{f()} £ kZ{g(t)}
donde: k, k1 y ko son constantes.
e Transformada de una Derivada.
Lyt = Y(s)
2yt = sY(s)—y(0)
L{y"y = Y (s) —sy(0) —y'(0)
L{y"y = $Y(s) —s"y(0) — sy'(0) — y"(0)

L™ = "V (s) = 5" y(0) — "2 (0) — - = sy (0) =y D(0)
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e Primer Teorema de Traslacién o de Desplazamiento:
L{e"f(t)} =F(s —a)

Primero identificamos el valor de a y se calcula Z{f(t)} = F(s). Segundo se calcula F(s)|
Llef(t)} = F(s —a).

e Funcién Escalén Unitario o de Heaviside, denotada como % (t — a) o H(t — a).

, v asi se cumple que

S=s—a

1, t>a

H(t—a)—%(t—a)_{ 0, 0<t<g

e Funcién por partes en términos la funcion escalén unitario. Sea

f1 OStSCL

_ fQ a<t<b

FO=9 7 p<t<ec
fa t>c

entonces:  f(t) = (U () + [fo— [I]%(t— a) + [fs— f2] % (t = b) + [fa — f3] % (t — ©)
e Segundo Teorema de Traslacion:
LUt - )W (t—a)} = e F(s)

Forma alternativa del segundo teorema de traslacion:
2U0w-a) = 2{ 10, )

Trabajando con la forma alternativa: Primero se identifica el valor de a y f(¢). Segundo, se calcula f (t)| t—tra’

a

Tercero se calcula .Z { f (t)’ it +a}. Finalmente multiplicamos este iltimo resultado por e™*° y asi se tiene que:

L{fO)%(t—a)} = eas.Z{f(t)‘t_Ha}

III. Transformada Inversa de Laplace .#~!.

Sea F'(s) la transformada de Laplace de alguna funcién f(t). Entonces, se dice que f(t) es la transformada inversa de
Laplace de F(s), y se denota con £ 1{F(s)} = f(t).

e La Transformada Inversa de Laplace es Lineal porque:

L HEkF(s)} = k& HF(s)}
LUk F(s) £ kaG(s))} kL HEF(s)) £ kol HG(s)}

donde: k, k1 y ko son constantes.

Propiedades de la Transformada Inversa de Laplace.

e Forma Inversa del Primer Teorema de Traslacién.
LHF (s —a)} =™ f(1)
e Forma Inversa del Segundo Teorema de Traslacion.

L He S F(s)} = f(t Ut - a)

) |t:t—a

Primero identificar el valor de a y F(s). Segundo calcular .~ 1{F(s)} = f(t). Tercero evaluar f(t)‘t:tia y asi se tiene que

L He ¥F(s)} = f(t)‘t:t_a%(t —a).
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veeeeeee... Transformadas de Laplace, prictico para la transformada de Laplace

f(®) F(s) =2{ft)} ft) F(s) = 2{f(t)}
k 2 —2k?
k= cte 3 cosh® (kt) m
; 1
+ t sen(kt) __2hs
n n! (s2 + k2)2
t" conn=0,1,2,... oS
2 _ kQ
t—1/2 il t cos(kt ST
. cos(kt) EEEE
1/2 VT 2ks
1/ 52373 tsenh(kt) EEYEE
1 2 2
at s“ + k
€ s—a t cosh(kt) EEEE
1
tedt a k
(s —a)2 e sen(kt) Goaliie
t"e® conn=0,1,2,... n! at s—a
) Ly 4y (S _ a)n+1 e COS(/{t) m
ebt — et Rl . k
P n s—b e senh(kt) m
s—a
k e cosh(kt) s
Sen(kt) m (S — a) — k
2k2s
. 5 kt) senh(kt ——
COb(kt) m Sen( )ben ( ) 84 =+ 4k4
2% k(s® + 2k?)
2 kt h(kt —_—
sen®(kt) (52 1+ 412) sen(kt) cosh(kt) st + 44
2 2 k(s? — 2k>
2 5 +2k cos(kt) senh(kt i S
cos?(kt) e (kt) (kt) Py
k s°
kt h(kt _
senh(kt) m COS( ) cos ( ) st + 4I€4
S k>
cosh(kt) 252 1 — cos(kt) m
2/€2 k3
h?(kt — —s S —
senh”(kt) (52 — 1k2) kt — sen(kt) s2(s2 + k2)
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ft) F(s) = 2{f()} ft) F(s) = 2{ft)}
2ks? 1
sen(kt) + kt cos(kt) [ErE u(t) S
. e 2(t-a)
sen(kt) — kt cos(kt) EEVEE s
enlat) . o7 (1) 2 1{)
; arctan (5)
g()% (t —a) e” " Z{g(O)li=t1a}
2(1 — cos(kt)) I 52 + k2
52 a
' t% (t — a) (; + siQ) e
2(1 — cosh(kt)) | 52 — k2
t s
2% (t — a) (a;+ %Jrszg)e as
asen(bt) — bsen(at) 1
ab(a? — b?) (82 + a?)(s% + b?)
3% (t — a) (%3 + 3:22 + % + S%) e
cos(bt) — cos(at) s _astak
(a? —b?) (52 +a?)(s? +b?) ek U (t — a) c —

sen(at) cos(at)
t

e f(t)

1 <a + b)
— arctan +
2 s

1 (a—b>
+— arctan
2 S

F(s—a)

sen(kt)% (t — a)

cos(kt)% (t — a)

k cos (ka) + ssen (ka) o
s2 + k2

—as

scos (ka) — ksen (ka)
s2 + k2

—as

veeeeo... Transformadas de Laplace, préctico para la transformada inversa de Laplace « « « ¢« ¢ « ¢ o »

f(s) F(t)
k
— k  con k = constante
s
1
8—2 t
1 tnfl
— ( 1)l conn=123,...
s n—
1 eat

s—a

1 tnfl at

© conn=1,23,...

(s—a)” (n—1)!

f(s) £ (t)
1 sen(at)
52 4+ a? a
s
T cos(at)
1 ebt sen(at)
(s —b)2 +a? a
s—b
G2 bt cos(at)
1 senh(at)
s2 —a? a
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f(s) F(t)
2 j a2 cosh(at)
1 b senh(at)
(s —b)2 —a? 4
(S_Sb)%az eb® cosh(at)
1 ebt _ cat
m 5, one #£b
s bebt — geat
(s—a)(s—b) T, ome #b
eat
(a=bla—o
1 ebt
(s—a)(s—b)(s—c) +m+
ect
Fa-ot-0
aet
(a=ba—o
s bebt
G=a6=06-9 Tane=n
cect
Fa-ot-0
a26at
(a —b)(a—rc)
82 b2€bt
(s = a)(s = b)(s = ¢) b
C2ect
(a—c)(b—c)
1 sen(at) — at cos(at)
(s2 4+ a?)? T
s t sen(at)
7 + a2 T
s sen(at) + at cos(at)
(2 + a2 ety Zuteestel)
53
(52 + a2)2 cos(at) — at sen(at)
52 —a?
2+ a2 t cos(at)

F(t)

52 +a2
(52 —a2)2

(82 + (12)3
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at cosh(at) — senh(at)
2a3

tsenh(at)
2a

senh(at) + at cosh(at)
2a

cosh(at) + %at senh(at)

t cosh(at)

(3 — a%t2) sen(at) — 3at cos(at)
8ab

tsen(at) — at? cos(at)
8a3

(1 4 a?t?)sen(at) — at cos(at)
8a3

3tsen(at) + at? cos(at)
8a

(3 — at2) sen(at) + 5at cos(at)
8a

(8 — a2t2) cos(at) — Tat sen(at)
8

t? sen(at)
2a

%tQ cos(at)

%t3 cos(at)

3 sen(at)
24a

(3 + a%t2) senh(at) — 3at cosh(at)

8ab

at? cosh(at) — tsenh(at)
8a3




F(t)

3s2 + a2
(s2 — a2)3

53 +3a2s
(s2 —a2)3

st +6a%s + a*

(s2 — a2)4

s34+ a?s

s3 +ad

s3 + a3

s3 + a3

P

3 — a3

$3 — g3

s% + 4at

5% 4 4a*

s% + 4at

at cosh(at) + (a?t? — 1) senh(at)
8a3

3t senh(at) + at? cosh(at)
8a

(3 + a2t2) senh(at) + 5at cosh(at)
8a

(8 + a2t2) cosh(at) + 7at senh(at)
8

t2 senh(at)
2a

%tz cosh(at)

%ts cosh(at)

3 senh(at)

24a
at/2 t t
. V3sen v3a — cos v3a + e—3at/2
3a? 2 2

at/2 3at 3at
63 <cos \/;a +v/3sen % — e~ 3at/2
a

1
- <e“t + 2et/2 cos

\/gat
3 2

—at/2 n t
¢ e3at/2 _ cos @ — +/3sen v3a
3a? 2 2

—at/2

e—at/ <\/§sen V3at . V3at +63at/2>
3a 2

% <e“t + 2e=%/2 ¢cos \/zat>

ﬁ (sen(at) cosh(at) — cos(at) senh(at))

sen(at) senh(at)
2a?

% (sen(at) cosh(at) + cos(at) senh(at))

f(s) F(t)
83
1t 44 cos(at) cosh(at)
1 1
s4 — g4 %3 (Senh(at) - sen(at))
1
4 j P 2z (cosh(at) — cos(at))
52 1
4 _ ga %a (sonh(at) + son(at))
53 1
54 _ g4 3 (COSh(at) + cos(at))
1 e*bt _ efat
Vsta+Vs+b 2(b — a)Vrt?
1 ferv/at
svs+a Va
1 e®fervat
! at 1 b2t
Vs—atb e (ﬁ — beb tfcer (bﬂ))
1
Noser: Jofa)
1
P Io(at)
e”* 5(t — a)
n dn n
(V"G £ (1)
F(s—a) eat f(t)
1
S w0
== Ut —a)
s
E*GSF(S) f(t — a)%(t — a)
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